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 اطلاعات مقاله خلاصه
اي براي تسهيلات مستعد ازدحام با در نظر گرفتن امكان يابي شبكهدر اين مقاله، مسأله مكان

دهد كه  مواقعي رخ مي رورود دزانصراف ا. گردد انصراف مشتريان قبل از ورود، بررسي مي
هر مشتري به هنگام . تخمين مشتري از زمان انتظار در صف، بيش از آستانه تحمل وي باشد

مراجعه به تسهيلي كه بدان تخصيص يافته است، با توجه به جمعيت افراد موجود، در مورد 
مشتري قبل از آنجايي كه انصراف . نمايد گيري مي ورود و يا انصراف از ورود به سيستم تصميم

رساني در دنياي واقعي  هاي خدمت از ورود به صف، خصوصيتي است كه در بسياري از سيستم
هاي رياضي، كمك شاياني  تر شدن مدل به كاربردي تواند وجود دارد، در نظر گرفتن آن مي

به  ابه آنههاي احداث تسهيلات و تخصيص مشتريان  انتخاب مكان در مدل ارائه شده،. نمايد
پذيرد كه ميزان تقاضاي از دست رفته يا به عبارتي تعداد مشترياني كه به  اي صورت مي گونه

به منظور نمايش . شوند، كمينه گردد دليل وجود صف طولاني، از ورود به صف منصرف مي
نحوه انصراف قبل از ورود و محاسبه نرخ ورود مشتري به هر تسهيل از يك تابع كاهنده 

براي ارزيابي مدل رياضي، تعدادي . شود مي هتسهيل استفاداد افراد موجود در متناسب با تعد
  .گردند حل مي GAMSافزار  مثال عددي ارائه و توسط نرم

 

  :تاريخچه مقاله 
  06/2/1392دريافت
  9/6/1392 پذيرش

  :كلمات كليدي 
  اي، يابي شبكه مكان

  تسهيلات پرازدحام،
  انصراف قبل از ورود،

 حوصله كممشتريان 

  

  1مقدمه -1
يابي هستند  اي از مسائل مكان اي، دسته يابي شبكه مسائل مكان

اي  شود تردد بين تسهيلات صرفاً از طريق شبكه كه در آنها فرض مي
چنين فرضي كه در تقابل با . پذير است هاي موجود، امكان از راه

مختصاتي، مستقيم (گيري فاصله  هاستفاده از معيارهاي متعارف انداز
مركز و  cميانه،  p(يابي  هاي كلاسيك مكان در مدل) pو فاصله 

شرايط مسائل دنياي  تر مناسباي  است، به گونه) ها پوشش مجموعه
اي،  يابي شبكه معيار فاصله در مسائل مكان. دهد واقعي را نشان مي

                                                           
  .  نويسنده مسئول١

 j.arkat@uok.ac.i: ، پست الكترونيكي0871- 6624775: تلفن

اصله بين هر ترين مسير است؛ بدين معني كه براي محاسبه ف كوتاه
ترين مسير از بين كليه مسيرهاي موجود،  نقطه از شبكه، كوتاه زوج

  . شود ميانتخاب و طول آن به عنوان فاصله دو نقطه در نظر گرفته 
يابي  توان به دو دسته مكان اي را مي يابي شبكه مسائل مكان

در . تقسيم نمود3يابي تسهيلات ثابت و مكان 2تسهيلات متحرك
سهيلات متحرك، فرض بر آن است كه در هر تسهيل، يابي ت مكان

دريافت درخواست  پس ازدهنده مستقر بوده و  يك يا چند خدمت
به محل ) گيرد كه معمولا از طريق تماس تلفني انجام مي(مشتري 
مراجعه و در همان مكان، خدمت مورد نظر را ارائه  وياستقرار 

                                                           
2Mobile facility location 
3Immobile facility location 
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راري مانند يابي براي اغلب تسهيلات اضط مكان. نمايند مي
نشاني در اين دسته از مسائل  آتش وهاي آمبولانس، پليس  ايستگاه
ثابت،  تسهيلات يابي در مسائل مكان.گيرند اي قرار مي يابي شبكه مكان

فرض بر آن است كه مشتري براي دريافت خدمت موردنظر به محل 
دهنده مراجعه نموده و در همان مكان،  استقرار تسهيلات خدمت

هاي خودپرداز بانك  يابي براي دستگاه مكان. دارد ريافت ميخدمت را د
)ATM( ،رساني از جمله  هاي سوخت و ايستگاه هاي پستي باجه

  . ها پرداخته شده است كاربردهايي هستند كه در ادبيات موضوع بدان
توان براساس معيار  يابي را مي از ديدگاهي ديگر، مسائل مكان

دهي به دو دسته تقسيم  خدمتدر سيستم يا تشكيل صف 4ازدحام
مركز و  cميانه،  pدر دسته نخست، مسائل متعارفي همچون . نمود

گيرند كه در آنها فرض بر آن است كه  پوشش مجموعه قرار مي
 انجام ،دهي به هر مشتري بلافاصله پس از ورود به تسهيل خدمت

در دسته دوم،  .گردد تشكيل نمي گاه صفي در سيستم گيرد و هيچ مي
دهي در مقايسه با  هاي خدمت مسائلي قرار دارند كه در آنها زمان

فواصل زماني مراجعات متوالي مشتريان، قابل ملاحظه هستند و 
لازمه در . ناپذير است بنابراين تشكيل صف يا ايجاد ازدحام، اجتناب

نظر گرفتن اين عامل مهم كه در بسياري از كاربردهاي دنياي واقعي 
هاي صف ايجاد شده و معيارهايي همچون  ود دارد، تحليل سيستموج

به . باشد هاي انتظار مشتريان در سيستم و صف مي متوسط زمان
هاي  هاي بين ورود مشتريان و زمان قطعيت در زمان دليل وجود عدم

ازدحام از  براي تسهيلات مستعديابي  دهي، مسائل مكان خدمت
  . روند حل به شمار ميسازي و  مسائل پيچيده براي مدل

را در  ازدحام پديده كه نخستين محققي است] 2و  1[ 5لارسون
 يابي هاي مكان مدل .يابي تسهيلات بررسي نموده است مسائل مكان

ازدحام براساس معيارهايي همچون تعداد براي تسهيلات مستعد 
دهندگان مستقر در هر تسهيل، قاعده تخصيص مشتريان به  خدمت

هاي  ، توزيع زمان)7و قاعده جاذبه 6نند قاعده مجاورتما(تسهيلات 
بندي  دهي، دسته هاي خدمت بين ورود مشتريان متوالي و توزيع زمان

ها، نوع تابع هدف است و  مدل گونهمهمترين وجه تمايز اين . شوند مي
توان آنها را به سه دسته مسائل ميانه، پوششي و  از اين حيث، مي
  . مركز تقسيم نمود

ها  نمودن مجموع هزينه صورت حداقل به هاي ميانه مدلهدف  تابع
تعريف ) هاي سفر و انتظار مشتريان ها يا زمان شامل هزينه(ها  يا زمان

ورودهاي پواسان و ( M/M/1دهنده  مدل يك خدمت. گردد مي
كه به ترتيب  M/M/cدهنده  و چند خدمت )هاي خدمت نمايي زمان

اند، دو  ارائه شده ]4[ 10و درزنر 9نبرمو  ]3[و همكاران 8وانگتوسط 
                                                           

4 Congestion 
5Larson 
6Proximity rule 
7Gravity rule 
8Wang 
9Berman 

هاي چندهدفه نيز  استفاده از مدل. هاي ميانه هستند نمونه از مدل
مورد توجه محققان اين حوزه قرار گرفته است؛ به طور مثال در 

 11چمبريو ] 5[رياضي ارائه شده توسط پسنديده و نياكي  هاي مدل
به صورت  دهنده هر دو جنبه مشتري و خدمت] 6[و همكاران 

در . اند همزمان در قالب دو تابع هدف مجزا، مدنظر قرار گرفته
هاي ميانه، تمركز تابع هدف به جاي  هاي پوششي برخلاف مدل مدل

) هاي انتظار در سيستم و صف يعني زمان(كيفيت پوشش مشتريان 
توابع هدفي نظير بيشينه بر كميت پوشش آنها است و بدين جهت، 

كمينه كردن مشتريان خارج از محدوده  كردن ميزان پوشش يا
از جمله چنين توابع هدفي . شوند ميپوشش تسهيلات، به كار برده 

توان به تابع هدف بيشينه نمودن اميد تعداد مشتريان پوشش داده  مي
مثلا (و بيشينه نمودن سطح پوشش ) ]7[برمن و همكاران مثلا (شده 

. اشاره نمود) ]9[ 15و كاخكي 14مقدسو ] 8[ 13و ناكاده 12هاماگوچي
يابي مركز به عنوان دسته سوم از مسائل  هاي مكان تابع هدف مدل

فاصله يا  يابي تسهيلات پرازدحام، از نوع كمينه كردن بيشينه مكان
استفاده از اين نوع تابع هدف، مختص . دهي است هاي خدمت زمان

يابي تسهيلات اورژانسي است يعني مسائلي كه در آنها  مسائل مكان
ترين زمان ممكن به دورترين مشتري نيز  لازم است در كوتاه

يابي  هاي مكان اي از مدل به عنوان نمونه. رساني انجام شود خدمت
توان به مدل ارائه شده توسط  مركز براي تسهيلات پرازدحام مي

  . اشاره نمود] 10[و همكاران 16آبولين
از  دهي دنياي واقعي، بخشي هاي خدمت در بسياري از سيستم

هاي انتظار، پيش از ورود به  مشتريان به دليل طولاني بودن صف
در . گردند سيستم يا پس از آن، از دريافت خدمت منصرف مي

شرايطي كه نسبت چنين مشترياني به كل مشتريان مراجعه كننده، 
تواند  سازي مسأله، مي قابل ملاحظه باشد، ناديده گرفتن آن در مدل

اگرچه . جي غير قابل اطمينان گرددباعث به دست آوردن نتاي
، مشتريان 17حوصلگي كم هاي رياضي متعددي براي تحليل مدل

اي  هاي پايه هايي اغلب به عنوان مدل چنين مدل ،اند توسعه داده شده
يابي  اند و كمتر به كاربردهايي همچون مكان تئوري صف، بررسي شده

توان در  را ميدليل اين امر . تسهيلات پرازدحام پرداخته شده است
دشوار بودن تعبيه معادلات تعادل سيستم صف در مدل رياضي 

 .مربوطه، جستجو نمود

حوصلگي مشتريان در سه  انصراف از دريافت خدمات به دليل بي
اولين شكل  18انصراف قبل از ورود. افتد شكل مختلف، اتفاق مي

                                                                                           
10Drezner 
11Chambari 
12Hamaguchi 
13Nakade 
14Moghadas 
15Kakhki 
16Aboolian 
17 Impatience  
18 Balking 
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هاي  ميلي مشتري براي ورود به صف حوصلگي است كه در اثر بي بي
هاي پواسان،  ورود( M/M/C/Kمدل صف . دهد انتظار طولاني، رخ مي

دهنده در هر تسهيل و محدوديت  خدمت Cهاي خدمت نمايي،  زمان
هاي صفي است كه اين نوع از  ، از جمله مدل)نفر Kفضاي انتظار 

حالت خاصي ] 6[مدل ارائه شده در  .گيرد حوصلگي را در نظر مي بي
از چنين سيستمي است كه در آن فرض شده است كه در هر يك از 

در  ).M/M/1/K(دهنده مستقر شود  تسهيلات، صرفا يك خدمت
نفر در  K شود كه مشتري با مشاهده چنين سيستمي، فرض مي

تري از  گرايانه حالت واقع .نمايد از ورود به صف خودداري مي سيستم،
ارائه شده است بدين معني كه فرض شده است ] 7[ين مدل در ا

نفر در سيستم، از ورود منصرف شده و  Kمشتري در صورت مشاهده 
اگرچه در اين تحقيق، شرايط . نمايد به تسهيل ديگري مراجعه مي

دنياي واقعي تا حدود زيادي در نظر گرفته شده است اما محققان از 
ف در مدل رياضي بازمانده و صرفا به تعبيه معادلات تعادل سيستم ص

تري  گرايانه در شكل واقع. اند هاي حل تقريبي، بسنده نموده ارائه روش
ميلي مشتريان براي ورود به صف به تعداد  ها، بي از اين گونه مدل

هر مشتري در  بدين معني كه گردد افراد حاضر در صف وابسته مي
وجه به تعداد افراد حاضر هنگام مراجعه به تسهيل متناظر خود، با ت

گيري  در صف، در مورد ورود و يا انصراف از ورود به صف تصميم
يابد  با افزايش طول صف، نرخ ورود به هر تسهيل كاهش مي. كند مي

كه اين كاهش در قالب يك تابع كاهنده متناسب با تعداد افراد 
 حوصلگي، شكل دوم بي .شود موجود در هر تسهيل، در نظر گرفته مي

حوصلگي، هر مشتري پس  در اين نوع بي. است 19انصراف پس از ورود
از ورود به صف، مدت زمان انتظار خود را با توجه به تعداد افرادي كه 

كه مدت زمان انتظار  درصورتي. كند بيند، برآورد مي جلوتر از خود مي
برآورد شده توسط مشتري، بيش از حد انتظار وي باشد، مشتري 

 .كند و تسهيل را پيش از دريافت خدمت ترك ميمنتظر نمانده 
حوصلگي  ، شكل سوم از اشكال بي20پافشاري براي دريافت خدمت

است كه در آن، مشتري براي دريافت خدمت در يك صف منتظر 
كند  ها، صف خود را ترك مي نمانده و با ديدن كاهش طول ساير صف

وصلگي ح تحليل گونه سوم بي. شود تر ملحق مي و به صف كوتاه
  . ، دشوارتر استنخستمشتريان به مراتب از تحليل دو گونه 
اي براي تسهيلات ثابت  يابي شبكه در تحقيق حاضر، مسأله مكان

در . گيرد مورد بررسي قرار مي پرازدحام در قالب يك مدل پوششي
اين مسأله، انصراف قبل از ورود به عنوان يكي از منابع از دست دادن 

سازي مسأله تحت بررسي، فرض  در مدل. گيرد ميتقاضا مدنظر قرار 
پوشش  ،ترين تسهيل شود كه تقاضاي هر مشتري از طريق نزديك مي

داده شده و هر مشتري پيش از ورود به تسهيل با توجه به تعداد افراد 
به . گيري كند حاضر در صف در مورد ورود يا انصراف از ورود تصميم

و متناسب كردن آن با جمعيت ميلي مشتريان  منظور نشان دادن بي
                                                           

19 Reneging 
20 Jockeying 

  .شود افراد حاضر در سيستم، از يك تابع كاهنده متعارف استفاده مي
در ادامه، ساختار مطالبي كه عنوان خواهند شد، بدين صورت 

در بخش آتي، شكل كلي مسأله، تشريح و يك مدل رياضي : است
در بخش سوم مقاله، به منظور محاسبه نرخ ورود . گردد ارائه مي

ميلي  يك تابع كاهنده به عنوان تابع بي ري به هر تسهيل،مشت
مشتري، معرفي شده و براساس آن، تابع هدف مدل رياضي بازنويسي 

به منظور سنجش صحت و كارايي مدل رياضي ارائه شده، . گردد مي
 GAMSافزار تعدادي مثال عددي در بخش چهارم، ارائه و توسط نرم

گيري و ارائه پيشنهادها در بخش  نتيجه  بندي، جمع. گردند حل مي
  .شوند آخر مقاله ارائه مي

  بيان مسأله و ارائه مدل رياضي -2
يابي  شود، مسأله مكان اي كه در اين تحقيق بررسي مي مسأله

اي از  شبكه. اي براي تسهيلات مستعد ازدحام يا صف است شبكه
هاي واصل بين آنها از قبل مشخص است و مشتريان  ها و كمان گره

. هاي شبكه مستقر هستند متقاضي دريافت خدمات در برخي از گره
فواصل زماني بين تقاضاهاي متوالي هر يك از مشتريان از يك توزيع 

هدف مسأله، انتخاب مكان . كند نمايي با نرخي مشخص پيروي مي
بهينه براي احداث تعداد مشخصي تسهيل از بين تعدادي از 

ه ميزان تقاضاي از دست رفته به هاي كانديدا است به نحوي ك مكان
در هر يك از تسهيلات، يك . دليل انصراف مشتري، كمينه گردد

دهي آن، يك متغير  دهنده مستقر است و مدت زمان خدمت خدمت
با محترم شمردن قاعده مجاورت، هر مشتري به . تصادفي نمايي است

با نمايد و پيش از ورود به آن،  ترين تسهيل باز مراجعه مي نزديك
كند، در  توجه به تعداد افرادي كه در صف دريافت خدمت مشاهده مي

طولاني بودن زمان . نمايد گيري مي مورد ورود يا عدم ورود، تصميم
شود كه بخشي  انتظار به دليل حضور تعداد زيادي مشتري، باعث مي

از مشتريان مراجعه كننده از ورود به تسهيل منصرف شوند و بدين 
مفروضات زير در . ، از دست رفته تلقي گرددانلحاظ تقاضاي آن

  :اند سازي مسأله، مدنظر قرار گرفته مدل
 ترين فاصله بين هر  هاي شبكه و در نتيجه، كوتاه مختصات گره

 .جفت گره، از قبل مشخص است

 هاي شبكه مستقر هستند مشتريان در برخي از گره. 

  يك فواصل زماني بين تقاضاهاي متوالي براي هر مشتري از
 .كند توزيع نمايي با نرخ مشخص پيروي مي

 هاي نمايي با  دهي در تسهيلات از توزيع هاي خدمت زمان
 .كنند هاي يكسان، پيروي مي نرخ

 ميلي، نرخ ورود مشتري به هر تسهيل با  براساس يك تابع بي
 .يابد افزايش طول صف كاهش مي
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 22ارها در حالت پايد است و صف 21دهي از نوع نوبتي نظام خدمت 
 .شوند بررسي مي

در اين بخش، ابتدا شكل كلي مدل با هدف حداقل كردن مجموع 
از آنجايي كه هر تسهيل به . گردد تقاضاي از دست رفته، ارائه مي

نمايد، تابع  صورت مستقل از ساير تسهيلات، خدمات خود را ارائه مي
هدف از مجموع تقاضاي از دست رفته در هر يك از تسهيلات به 

مقدار تقاضاي از دست رفته در هر يك از تسهيلات . اهد آمددست خو
ଵاي همچون  توابع كاهنده. است ௡ܾميلي  وابسته به تابع بي

୬൅ଵ
  ،

ଵ

௡మାଵ
اضر در دهنده تعداد افراد ح نشان ݊كه در آنها، ( ௡ןି݁و 

هستند كه در ادبيات موضوع براي از جمله توابعي ) تسهيل است
در بخش . ]11[ اند مورد استفاده قرار گرفته ميلي نشان دادن تابع بي

ଵتابع آتي با در نظر گرفتن

௡ାଵ
ميلي، به محاسبه  به عنوان تابع بي 

متوسط نرخ ورود تقاضا به هر تسهيل پرداخته و شكل صريحي از 
نمادگذاري استفاده شده در مدل . تابع هدف را ارائه خواهيم نمود

  :رياضي به شرح زير است
 ها مجموعه انديس

  )انديس مشتريان: ݅(مشتريان   مجموعه: ܫ
انديس  :݆(براي احداث تسهيلات  كانديداهاي  سايت  مجموعه: ܬ

  )ها سايت
 )انديس تسهيلات: ݇و  ݈(تسهيلات   مجموعه: ܮ

انديس تعداد مشتريان : ݊(جمعيت مشتريان در هر تسهيل : ܰ
 )موجود در تسهيل

 پارامترها

  تعداد تسهيلات: ܵ
݀௜ : ݅براي مشتري ) تعداد تقاضا در واحد زمان(نرخ تقاضا  
  دهي در هر يك از تسهيلات  نرخ خدمت: ߤ

  ݆و سايت  ݅ترين فاصله بين مشتري  كوتاه:௜௝ݐ
 متغيرهاي تصميم

و در  1فعال شود برابر  ݈به منظور استقرار تسهيل  ݆اگر سايت : ௝௟ݕ
  .است 0غير اينصورت برابر 

و در غير  1تخصيص يابد برابر ݈به تسهيل  ݅اگر مشتري : ௜௟ݔ
 .است 0اينصورت برابر 

به ) نرخ مراجعه مشتري(مجموع نرخ تقاضاهاي تخصيص يافته :  ௟ߣ
  .݈تسهيل 

௡௟ߣ
തതതത  : نفر در اين تسهيل، ݊زماني كه  ݈نرخ ورود مشتري به تسهيل

  .دارندحضور 
ҧߣ

௟  : ݈متوسط نرخ ورود به تسهيل. 

 .݈و تسهيل  ݅ترين فاصله بين مشتري  كوتاه: Ԣ௜௟ݐ

  .݈مشتري در تسهيل  ݊احتمال حدي حضور : ௟௡ߨ
                                                           

21First come – first served (FCFS) 
22Steady state 

با توجه به نمادگذاري تعريف شده، مدل رياضي مسأله به صورت زير 
 :است

ݓ ݊݅ܯ  )1( ൌ  ෍ሺߣ௟ െ ҧߣ
௟ሻ

௟א௅

 

ҧߣ  )2(
௟ ൌ ௟ߣ ෍ ܾ௡ߨ௟௡

௡אே

݈׊      א  ܮ

௟ߣ  )3( ൌ ෍ ݀௜ݔ௜௟

௜אூ

݈׊      א  ܮ

)4(  ෍ ௜௟ݔ

௟א௅

ൌ ݅׊     1 א  ܫ

ᇱݐ  )5(
௜௟ ൌ ෍ ௝௟ݕ௜௝ݐ

௝א௃

݅׊      א ,ܫ ݈ א  ܮ

)6(  ෍ Ԣ௜௞ݐ௜௞ݔ

௞א௅

൑ ݅׊     Ԣ௜௟ݐ א ,ܫ ݈ א  ܮ

)7(  ෍ ௝௟ݕ

௝א௃

ൌ ݈׊     1 א  ܮ

)8(  ෍ ௝௟ݕ

௟א௅

൑ ݆׊     1 א  ܬ

, ௜௟ݔ  )9( ݅׊    ௝௟߳ሼ0,1ሽݕ א ,ܫ ݆ א ,ܬ ݈ א  ܮ

, ௟ߣ )10( ҧߣ
௟ , , Ԣ௜௟ݐ ௟௡ߨ ൒ ݅׊     0 א ,ܫ ݈ א  ܮ

مجموع نرخ تقاضاهاي از دست رفته در )) 1(رابطه (تابع هدف 
متوسط نرخ ورود ) 2(محدوديت . سازد تسهيلات را كمينه مي

معرف  ௡ܾدر اين رابطه. نمايد مشتريان در هر تسهيل را محاسبه مي
ميلي است كه در بخش آتي با معرفي آن، شكل  شكل كلي تابع بي

مجموع نرخ ) 3(معادله . گردد صريح اين محدوديت، ارائه مي
. نمايد تقاضاهاي تخصيص يافته به هر يك از تسهيلات را محاسبه مي

كند كه هر مشتري به يك تسهيل،  تضمين مي) 4(محدوديت 
ترين فاصله هر يك از  وتاهك) 5(محدوديت . تخصيص داده شود

) 6(محدوديت . نمايد مشتريان را از هر يك از تسهيلات محاسبه مي
. ترين تسهيل تخصيص يابد كند كه هر مشتري به نزديك تضمين مي
ز كند كه هر تسهيل فقط در يكي ا تضمين مي) 7(محدوديت 

، دهد كه در هر سايت نشان مي) 8(ت محدودي. مستقر گرددها  سايت
دامنه ) 10( و) 9(هاي  محدوديت. شود ثر يك تسهيل مستقر ميحداك

در مدل ارائه شده،  .دهند متغيرهاي مربوط به مدل را نشان مي
فاقد شكل صريحي است؛ لازمه بازنويسي اين ) 2(محدوديت 

محدوديت براساس متغيرها و پارامترهاي معرفي شده، تحليل 
در ادامه با  .مربوط به تسهيلات است M/M/1هاي صف  سيستم

هاي صف تسهيلات، تحليل شده  ميلي مشتري، سيستم معرفي تابع بي
  .شود و از نتايج آن به منظور بازنويسي مدل رياضي استفاده مي
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  هاي صف تسهيلات تحليل سيستم -3
هاي صف تعريف شده  گونه كه پيشتر گفته شد در سيستم همان

ل متناظر خود، براي تسهيلات، هر مشتري به هنگام مراجعه به تسهي
دهي، در مورد ورود  با توجه به تعداد افراد موجود در سيستم خدمت

با افزايش طول صف، تمايل . نمايد گيري مي يا انصراف از ورود تصميم
به . يابد براي پيوستن به صف دريافت خدمات، كاهش مي مشتريان

منظور نشان دادن تأثير معكوس جمعيت سيستم بر نرخ ورود 
تابع كاهشي . شود استفاده مي ௡ܾ ه سيستم، از تابع كاهندهمشتريان ب

௡ܾ كه بدين منظور در نظر گرفته شده است به صورت ൌ
ଵ

௡ାଵ
 

هاي صفي كه با انصراف قبل از ورود  باشد كه در تحليل سيستم مي
با در  .]11[ مواجه هستند به كرات مورد استفاده قرار گرفته است

ه هر تسهيل از طريق رابطه زير از ، نرخ ورود بنظر گرفتن اين تابع
 :آيد نرخ مراجعه به دست مي

௡௟ߣ )11(
തതതത ൌ

௟ߣ

݊ ൅ 1
݈׊ א ,ܮ ݊ א ܰ 

  :آيد متوسط نرخ ورود نيز از رابطه زير به دست مي

௟ߣ )12(
ഥ ൌ ෍ ௡௟ߣ௟௡ߨ

തതതത
ஶ

௡ୀ଴

݈׊ א  ܮ

مقادير احتمالات حدي براي اين سيستم توان نشان داد كه  مي
  ]:11[آيند  به دست ميصف از رابطه زير 

௟௡ߨ )13( ൌ
݁ିఘ೗ߩ௟

௡

݊!
݈׊ א ,ܮ ݊ א ܰ 

به  ݈وري تسهيل  به عنوان ضريب بهره ௟ߩكه در آن، مقدار 
  :شود صورت زير تعريف مي

௟ߩ )14( ൌ
௟ߣ

ߤ
݈׊ א  ܮ

وري، نسبت تقاضا به عرضه را براي يك تسهيل نشان  ضريب بهره
هاي صف متعارفي كه داراي يك  دهد و واضح است كه در سيستم مي

كمتر باشد تا سيستم به از يك دهنده هستند، اين ضريب بايد  خدمت
به دلايلي كه در بخش آتي عنوان خواهند . حالت پايدار دست يابد

با . شد اعمال چنين شرطي در مدل صف معرفي شده، لازم نيست
به صورت زير بازنويسي ) 12(، رابطه )13(و ) 11( روابطاستفاده از 

  :شود مي

௟ߣ )15(
ഥ ൌ ෍

݁ିఘ೗ߩ௟
௡

݊!
௟ߣ

݊ ൅ 1

ஶ

௡ୀ଴

݈׊ א  ܮ

با انجام قدري محاسبات رياضي، شكل صريح متوسط نرخ ورودي 
  :آيد به صورت زير به دست مي ݈به تسهيل 

ҧߣ )16(
௟ ൌ ߤ ቆ1 െ ݁

షഊ೗
ഋ ቇ ݈׊ א  ܮ

حال كه نرخ ورودي براي هر يك از تسهيلات مشخص شده 

صورت زير بازنويسي  توان تابع هدف مدل ارائه شده را به است، مي
  :نمود

  

)17( 
ݓ ݊݅ܯ ൌ  ෍ ቆߣ௟ െ ߤ ൅ ݁ߤ

షഊ೗
ഋ ቇ

௟א௅

ൌ ෍ ௟ߣ

௟א௅

െ ߤܵ ൅ ߤ ෍ ݁
షഊ೗

ഋ

௟א௅

 

  
در آخرين عبارت به دست آمده به عنوان تابع هدف، بخش اول 

واضح . هاي مراجعه به كليه تسهيلات است دهنده مجموع نرخ نشان
كه (هاي تقاضاي كل مشتريان  است كه اين مقدار بايد با مجموع نرخ

بخش دوم نيز مجموع نرخ خدمت كل . ، برابر باشد)مقدار ثابتي است
در بخش سوم نيز، . دهد و مقداري ثابت است تسهيلات را نشان مي

با اين اوصاف، . جموع ضرب شده استدر عبارت م ߤمقدار ثابت 
معادل كمينه كردن ) 17(كمينه كردن رابطه نشان داده شده در 

  :رابطه زير است

Ԣݓ ݊݅ܯ )18( ൌ  ෍ ݁
షഊ೗

ഋ

௟א௅

 

حائز اهميت است؛ نخست آنكه اين ) 18(دو نكته در مورد رابطه 
رابطه، مجموع احتمالات خالي بودن را براي كليه تسهيلات كمينه 

كمينه كردن تقاضاي از (سازد كه در هماهنگي با تابع هدف اصلي  مي
سازي رابطه فوق و تابع  نكته دوم آنكه اگرچه بهينه. است) دست رفته

اي يكسان از متغيرهاي تصميم  هدف اصلي منجر به مجموعه
از )) 1(رابطه (گردند، اما لازم است مقدار بهينه تابع هدف اصلي مي

  :به دست آيد)) 18(رابطه (تابع هدف جديد طريق رابطه زير از 
  

ݓ ݊݅ܯ )19( ൌ  ෍ ௟ߣ

௟א௅

െ ߤܵ ൅ ݊݅ܯሺߤ  Ԣሻݓ

به عنوان تابع هدف و ) 18(حال با در نظر گرفتن رابطه 
شكل صريح مدل رياضي به دست آمده ) 10(تا ) 3(هاي  محدوديت

سازي مناسب براي به دست  افزارهاي بهينه توان از نرم است و مي
  .كان بهينه تسهيلات استفاده نمودآوردن م

  نتايج محاسباتي -4
به منظور ارزيابي مدل، در اين بخش تعدادي مثال عددي در 

و  5هاي ارائه شده شامل  مثال. گردد ابعاد مختلف حل و تحليل مي
و هر نقطه تقاضا به عنوان يك سايت كانديدا  هستندنقطه تقاضا  10

 )2(و ) 1(جداول . براي احداث يك تسهيل در نظر گرفته شده است
هاي وقوع تقاضا  نرخهمچنين ها و  ترين فاصله بين گره ماتريس كوتاه

گره نشان  10و  5هاي داراي  را به ترتيب براي دو نوع مسأله با شبكه
هاي وقوع تقاضا  گرهي، نرخ 10و  5در هر دسته از مسائل . دهند مي

 2ܣو ) حجم پايين تقاضا(  1ܣهاي شبكه در دو حالت  براي گره
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اند تا امكان بررسي اثر حجم  مدنظر قرار گرفته) حجم بالاي تقاضا(
  . تقاضاي مشتريان بر مكان استقرار تسهيلات، فراهم گردد

  

  تسهيلي 5هاي  به مثال مربوطاطلاعات ): 1(جدول 

  1  2  3  4  5 
2  3/3          

3  6/1   0/2        

4  6/7   2/2   9/2      

5  9/3   3/9   7/9   1/9    
1ܣ 1/0   4/0   1/0   6/0   8/0  

2ܣ 0/4   4/1   6/0   2/4   4/3  

  

  تسهيلي 10هاي  اطلاعات مربوط به مثال): 2(جدول 

  1  2  3  4  5  6  7  8  9  10
2  0/11                  

3  7/42 3/25                

4  6/11 8/36 6/28              

5  4/0   4/18 3/0   7/6              

6  0/38 4/17 2/47 2/35 9/6            

7  1/29 5/16 3/23 3/12 5/8   1/10          

8  3/11 5/11 8/47 6/17 0/28   2/28   7/29        

9  4/9   2/46 6/11 1/21 5/31   6/2   8/15   3/35    

10 8/4   1/31 3/38 3/35 7/32   8/20   3/16   3/38 6/40
1ܣ 1/0   4/0   1/0   6/0   8/0   3/0   9/0   6/0   7/0   8/0
2ܣ 9/2   3/1   0/4   9/1   8/2   2/1   9/0   2/4   1/1   9/0

گره، فرض شده است  5هاي داراي  هاي مربوط به شبكه در مثال
براي احداث تسهيلات،  سايتكانديدا، سه  سايتكه از بين پنج 

گره، دو  10هاي داراي  هاي مربوط به شبكه در مثال. انتخاب شوند
دو نوع . مدنظر قرار گرفته است) تسهيل 5تسهيل يا  3احداث (حالت 

هاي  در مثالاند؛ نرخ خدمت نيز براي تسهيلات در نظر گرفته شده
و در  5و  1/0هاي خدمت  نرخ، )1ܣگروه (داراي حجم پايين تقاضا 

 1هاي خدمت  ، ، نرخ)2ܣگروه (هاي داراي حجم بالاي تقاضاي  مثال
دهنده سرعت پايين و سرعت بالا براي ارائه  به ترتيب نشان 5و 

مثال  12با اين اوصاف، در مجموع . باشند ميخدمت در تسهيلات 
مثال براي  8گره و  5هاي داراي  مثال براي شبكه 4(عددي 
توليد شده و مدل رياضي متناظر هر يك  )گره 10هاي داراي  شبكه

حل شده  BARONكننده  ، حلGAMSساز  افزار بهينه توسط نرم
گرهي  10و  5هاي  افزار براي شبكه نتايج به دست آمده از نرم. است

در اين دو جدول، . اند گزارش شده) 4(و ) 3(به ترتيب در جداول 
رابطه (تغيير يافته  به ترتيب مقدار تابع هدف ܦو  ݓ،  Ԣݓهاي  ستون

كه معادل تقاضاي از دست ) 1(رابطه (، تابع هدف مدل اصلي ))18(
هاي تقاضاي مشتريان را نشان  و مجموع كل نرخ) رفته است

هاي تقاضايي است كهدر  نرخ 2ܣو   1ܣهمچنين سطرهاي . دهند مي

همان گونه كه نتايج حل . اند معرفي شده) 2(و ) 1(هاي  جدول
دهند با افزايش نرخ خدمت تسهيلات،  ددي نشان ميهاي ع مثال

شود و برعكس، در  حجم تقاضاي از دست رفته مشتريان كمتر مي
هاي ورود، كم باشد، قسمت  صورتي كه نرخ خدمت در مقابل نرخ

  .شود اي از كل نياز مشتريان به تقاضاي از دست رفته تبديل مي عمده

واجه هستند و نرخ حوصله م هايي كه با مشتريان كم در سيستم
ورود به آنها، تابعي كاهنده نسبت به جمعيت سيستم است، همواره 
سيستم در حالت پايدار خواهد بود زيرا در صورتي كه تعداد مشتريان 
موجود در سيستم به بينهايت، ميل كند، نرخ ورود براساس تابع 
كاهنده، به سمت صفر ميل خواهد كرد و در نتيجه هيچگاه جمعيت 

با اين اوصاف، برخلاف . م به بينهايت ميل نخواهد كردسيست
هايي، نيازي به اعمال  هاي متعارف صف، در چنين سيستم سيستم

  وري نيست تر از يك بودن نرخ بهره شرط كوچك

  گره 5هاي داراي  نتايج اجراي مدل براي شبكه): 3( جدول
تسهيلات 

  فعال
نرخ 
  خدمت

هاي نرخ
  ورود

75/1  05/2  00/0 2،4،5  1/0  
 1ܣ

16/0  05/2  62/2 1،4،5  5  
68/10 63/13  05/0 1،4،5  1  

 2ܣ
78/4  63/13  23/1 1،4،5  5  

  

  گره 10هاي داراي  نتايج اجراي مدل براي شبكه): 4( جدول
تسهيلات 

  فعال
نرخ 
خدمت

هاي  نرخ
  ورود

تعداد 
تسهيلات

99/4 29/5  00/0  3،8،10  1/0  
 1ܣ

3  94/0 29/5  13/2  1،3،4  5  
30/1830/21  00/0  3،6،7  1  

  5  3،4،6  76/0  10/1030/21 2ܣ
79/4 29/5  00/0  2،4،6،7،10 1/0  

 1ܣ
5  64/0 29/5  07/4  1،2،5،7،10 5  

39/1630/21  09/0  2،4،6،8،10 1  
  5  1،3،5،7،8  30/2  30/21 80/7 2ܣ

  

  و ارائه پيشنهادها بندي جمع - 5
گان ثابت يكي از ددهن تسهيلات پرازدحام با خدمتيابي  مكان

رود كه در طي دو  شمار مي يابي به مكان مسائلپركاربردترين انواع 
دهه اخير، توجه بسياري از محققين اين حوزه را به خود جلب كرده 

يابي تسهيلات پرازدحام با در نظر  در اين مقاله به مسأله مكان. است
در مسأله تحت . مشتريان پرداختيمانصراف قبل از ورود  گرفتن

ترين تسهيل  مشتري به نزديك بررسي، چنين فرض شده است كه هر
با  ،مشتري به هنگام مراجعه به تسهيل متناظر خود. نمايد مراجعه مي
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توجه به تعداد مشترياني كه در صف انتظار دريافت خدمت رؤيت 
دريافت گيرد كه به تسهيل وارد شده و تا  ، تصميم مينمايد مي

اين . منتظر بماند و يا آنكه از ورود به صف منصرف شود ،خدمت
مسأله با هدف كمينه كردن مجموع تقاضاهاي از دست رفته در قالب 

از . سازي شد يك مدل رياضي غيرخطي عدد صحيح آميخته مدل
كه نرخ ورود مشتريان به هر تسهيل با افزايش تعداد مشتريان  ييآنجا

ଵيابد، از تابع كاهنده  مي حاضر در تسهيل كاهش

୬൅ଵ
به منظور برآورد  

به . متوسط نرخ ورود مشتريان به هر تسهيل استفاده شده است
و ارائه تعدادي مثال عددي ، رياضي مدل منظور ارزيابي عملكرد

  .حل و نتايج تحليل شدند GAMSساز  افزار بهينه توسط نرم
ترين شكل  جانصراف قبل از ورود به عنوان راي در اين مقاله،

هاي دنياي  در بسياري از سيستم. حوصلگي مدنظر قرار گرفت بي
. واقعي، ممكن است انصراف مشتري بعد از ورود به سيستم اتفاق افتد

حوصلگي، مشتري پس از پيوستن به صف، مدت  در اين نوع از بي
نمايد و براساس آن،  زمان انتظار خود را در صف و سيستم برآورد مي

يرد كه همچنان در صف باقي بماند يا تسهيل را ترك گ تصميم مي
، مشتري ممكن است به طور كلي لپس از ترك تسهيهمچنين . كند

تري مراجعه  از دريافت خدمت منصرف شود يا آنكه به تسهيل خلوت
تواند حوزه جذابي براي  حوصلگي، مي بررسي اين نوع از بي. نمايد

ه شكل خاصي از تابع همچنين در اين مقال. مطالعات آتي باشد
ميلي، كاهش  ميلي مورد بررسي قرار گرفت؛ از آنجايي كه توابع بي بي

د، توابع ديگري نكن نرخ ورود مشتريان به تسهيلات را كنترل مي
 .د به منظور برآورد نرخ ورود مشتريان در نظر گرفته شوندنتوان مي
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In this paper, we investigate network location problem for congestible 
facilities, considering balking, the reluctance of customers to join the 
queue upon arrival. Balking often happens when the estimated waiting 
times by customers are more than their patience threshold. Based on the 
number of current customers, each customer decides to join or leave the 
system upon the arrival. Since balking is a usual issue in the real world 
situations, taking it into consideration increases the reality of 
mathematical models. In the proposed model, the selection of candidate 
sites and the assignment of customers to facilities are performed in such a 
manner that the total lost demands is minimized. We use a monotonically 
decreasing function to calculate arrival rates for facilities. In order to 
evaluate the proposed mathematical model, some numerical examples are 
presented and solved using GAMS. 
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