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 اطلاعات مقاله  خلاصه

تولید کارگاهی در نظر گرفته شده که در عین کاربردی بوودن نن بوه    بندیزمان مسئلهدر این مقاله 

مطرح بوده و این امر باعث توجوه روز   ترکیبیاتیسازی عنوان یکی از مسائل پیچیده در مبحث بهینه

با فرض وجوود تدودادی کارگواه، تدوداد کوار       مسئلهشده است. در این  مسئلهافزون محققین به این 

شوند. به منظوور لول ایون    پردازش  هاکارگاهکه از قبل مدلوم است در این  بایستی با مسیر تولیدی

مختلط  حیعدد صحریزی برنامه صورتبهتولید کارگاهی  بندیزمان مسئله، در این مقاله، ابتدا مسئله

دقیق با استفاده از ایون مودل،    صورتبهمدل گردیده است. سپس با توجه به محدودیت لل مسئله 

و  شواهه  مدتبرند در قالو  الگووریت    مسئلهبه منظور ایجاد نامدادلاتی که برای  روش برش سطحی
از نامدادلات، ایجاد کران پایینی است  برش پیشنهاد گردیده است. هدف از اضافه کردن این مجموعه

شوود، باعوث تسوریع لول در قالو       لوفف نموی   هاننهای شدنی توسط که در عین لال که جواب

دهد که لدود پایین بهینه، نتایج نشان می صورتبه مسئلهشود. برای لل الگوریت  شاهه و برش می

از لدود پایین ایجاد شده توسط مدل اصولی نزاد   تریقوفرموله شده،  مجدداًایجاد شده توسط مدل 
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 1مقدمه -1

نلات و ها به منابع و ماشینبا تخصیص کارها و فدالیت بندیزمان

یافته به هر یک از منابع و تدیین توالی کارهای تخصیص 

های هنری نلات، سر و کار دارد. تدیین توالی عملیات با تلاشماشین

از ابتدای قرن نوزده  به عنوان موضوعی مه  وارد صندت  1گانت

با توجه به افزایش روزافزون قدرت  شد. در فضای رقابتی امروز

های مناس  برای هر یک از سازمان بندیزمانمشتریان، ارائه برنامه 

های تولیدی و هدماتی امری اجتناب ناپفیر است؛ هریک از سازمان

تولیدی و هدماتی به منظور رسیدن به اهداف هود و کس  سه  
                                                        

 جواد بهنامیان* نویسنده مسئول: 
 behnamian@basu.ac.ir پست الکترونیکی:؛ 801-50222383تلفن: 

هترین شکل، تا به ب اندتلاشمناس  از بازار مشتریان هود، در 

 2های هود را تدیین کنند.تخصیص و توالی فدالیت

 ینترمه تولید کارگاهی به عنوان یکی از  بندیزمان مسئله 

ای از کارهاست ، شامل مجموعهبندیزمانهای مسائل زیر مجموعه

که طوریهشود ب بندیزمانها ای از ماشینکه بایستی روی مجموعه

هر کار باید به ترتیبی از پیش تدین شده پردازش هاصی روی هر 

است بلکه از نظر hard-Np25نه تنها  مسئلهماشین داشته باشد. این 

تری از اجرایی دارای کاربردهای واقدی زیادی بوده و نمونه کلی

جریان کارگاهی است. مشکل غیرقابل لل بودن  بندیزمان مسئله
 مسئلهقول نیز یکی از دلایلی است که این در زمان مد مسئلهاین 

سازی قرار گرفته است. به مورد توجه محققین زیادی در زمینه بهینه
                                                        
1. Henry Gantt 
2. Non-deterministic polynomial-time hard 
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 مسئلهعنوان یک مثال، به دلیل مشکلات محاسباتی، نمود هاصی از 

[ در 1] 1ماشین که در کتاب موث و تامسون 18کار و  81که شامل 

غیرقابل لل  صورتبهسال  28مدل شده بود به مدت  1295سال 

توسط الگوریت   1203باقی ماند. این نمود برای اولین بار در سال 

کرد لل گشت و از [ که بهینگی را تضمین نمی2] 2کارلیر و پنسون

ها برای لل نن ایجاد شد نن پس یک روند بهبود الگوریت 

و  5توسط نشور 2815بهبود الگویت  لل در سال  کهطوریبه

 اوج هود رسید. [ به 5همکاران ]

برای ایجاد کران پایین  مؤثرهدف از این پژوهش، توسده روشی 

شاهه و برش است  هاییت الگوردر قال   بندیزمان مسئلهبرای 

 توانیم تریقدق طوربهبخشد. زمان لل نن را بهبود  کهطوریبه

گفت که این روش سدی دارد با ایجاد کران پایینی با اضافه کردن 

ای از نامدادلات با نام نامدادلات مدتبر، در عین لال که مجموعه

  4کند روند لل روش شاهه و کرانهای شدنی را لفف نمیجواب

کندی است تسریع نماید. در لقیقت روش  هاننکه مشکل اساسی 

های پایین، سدی نامدادلات مدتبر و کرانارائه شده پس از ایجاد 

دارد با استفاده از ننها در روش شاهه و کران زمان لل را کاهش و 

 را لل نماید. مسئلهاز  یتربزرگدر نتیجه نمودهای 

 2در بخش  .است شده سازماندهی زیر شرح به مقاله ادامه

 در تولید کارگاهی و بندیزمانادبیات نامدادلات مدتبر و ادبیات 

تولید کارگاهی انجام  بندیزمان مسئلهتدریف و مدل بندی  5 بخش

دو نامدادله مدتبر و چگونگی محاسبات ارائه  4در بخش . گیردمی

شود و شاهه و کران پایه مدرفی می یت الگور 3بخش  شده است. در
گیری و مطالدات نتی نتیجه. شوددر نهایت نیز نتایج عددی ارائه می

 ارائه شده است. 9نیز در بخش 

 ادبیات موضوع -2

در این بخش پیشینه تحقیق در دو بخش ادبیات نامدادلات مدتبر و 
 تولید کارگاهی ارائه گردیده است. بندیزمانادبیات 

 نامعادلات معتبر -2-1

مختلط را  حیعدد صحریزی های برنامه[ مدل4] 3کاربچ و هوری

لداقل جریان کارگاهی دو ماشینی با هدف  بندیزمان مسئلهبرای 

دیرکرد ارائه دادند. همچنین نامدادلات مدتبری را با هدف  یساز

تنگ کردن فضای لل پیشنهاد دادند. نتایج محاسباتی بیانگر 

باشد. مختلط پیشنهادی می حیعدد صحریزی اثربخشی مدل برنامه

های چند با زمان[، الگوریت  برنامه نویسی پویا 3و همکاران ] 9ژانگ

ازه دسته تولید با تقاضای متوسط اندتدیین  مسئلهای را برای جمله

 مسئلهای از نامدادلات مدتبر را برای ارائه دادند. سپس هانواده
                                                        
1. Muth & Thompson 
2. Carlier & Pinson   
3. Ashour 
4. Branch & Bound 
5. Kharbeche & Haouri 
6. Zhang 

باشد. در نهایت پیشنهاد دادند که نشان دهنده قدرت هود می

های تولیدی نشان دهنده اثربخشی الگوریت  شاهه و برش با جواب

[ نامدادلات 9] 7باشد. کیانفرفاده از نامدادلات پیشنهادی میاست

 حیعدد صحکوله پشتی  مسئلهمدتبری را برای سه زیرساهت 

 دلخواه مدرفی کرد. یمنف ریغمختلط یا ضرای  

تک ماشینی را  بندیزمان مسئله[ 7و همکاران ] 0دلا کروچی

ها الگوریت  جستجوی های نزادی در نظر گرفتند. ننبا زمان

ریزی ریاضی ارائه همسایگی را در مقیاس بزرگ بر اساس برنامه

های ابتکاری از فرمولاسیون زمان تکمیل دادند، که این الگوریت 

برای اضافه کردن نامدادلات مدتبر  مسئلهوابسته به موقدیت از 

نلات ماشین بندیزمان مسئله[ 0] 2نند. پسان و نرونکاستفاده می

موازی را بررسی کردند و چندین کران پایین را برای نن پیشنهاد 

های پایین دادند. نتایج محاسباتی نشان دهنده اثربخشی کران

و  بندیزمان مسئله[ 2] 18باشد. گیکوئل و مینوکسپیشنهادی می

حصوله را با توالی وابسته به دسته تولید چند م اندازه نییتد مسئله

ها با هدف توسده رویکرد تغییرات هزینه را بررسی کردند. نن

سازی بهینه مسئلههای دقیق از رویکرد شاهه و برش برای جواب

ترکیبیاتی فوق استفاده کردند. برای دستیابی به این هدف، 

ای از نامدادلات مدتبر را با در نظر گرفتن تناقض بین هانواده

نیازمند تولید روی منابع  زمانه صولات مختلف که به طور مح

هستند را پیشنهاد دادند. سپس الگوریت  ابتکاری و دقیقی را بر 

اساس الگوریت  تولید برش سطحی را ارائه دادند. در نهایت، نتایج 

محاسباتی بیانگر سودمندی نامدادلات در تقویت فرمولاسیون 
کاهش زمان محاسباتی کل  و مسئلهو هطی  حیعدد صحمختلط 

 حیعدد صحریزی [ مدل برنامه18] 11باشد. بهدانی و اسمیتمی

 مسئلهفروشنده دوره گرد اقلیدسی یا  مسئلهمختلط را برای 

کافی نزدیک فرموله کردند. پس از لل  اندازهبهفروشنده دوره گرد 

نامدادلات مدتبری که موج  بهبود کران و قابلیت لل این 

 شود را پیشنهاد کردند. میفرمولاسیون 

مسیریابی وسیله نقلیه  مسئله[ 11و همکاران ] 12لووکس

کلاسیک را که در نن ظرفیت هودرو ثابت نیست را در نظر گرفتند. 

لداقل را با رویکرد انتخاب ظرفیت و بهترین مسیر برای  مسئلهابتدا 

هزینه بهره برداری و مسافت طی شده لل کردند. بر اساس  یساز

ها چندین نامدادله مدتبر را مدرفی کردند که یج محاسباتی، نننتا

عدد ریزی مختلط هطی و موج  داشتن یک فرمولاسیون برنامه

مسیریابی وسیله نقلیه را با ظرفیت وسیله نقلیه  مسئلهاز  حیصح
[ دو فرمولاسیون 12و همکاران ] 15باشد. اسماعیل بیگیثابت می

 بندیزمان مسئلهتلط را برای مخ حیعدد صحریزی برنامه مسئله
                                                        
7. Kianfar 
8. Della Croce 
9. Pessan & Neron 

10. Gicquel & Minoux 
11. Behdani & Smith 
12. Louveaux 
13. Esmaeilbeigi 
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جریان کارگاهی ارائه دادند. برای سرعت بخشیدن به رویکرد لل، 

چندین تکنیک از قبیل پیش پردازش و نامدادلات مدتبر را ارائه 

های مختلف دادند. یک مطالده گسترده محاسباتی با استفاده از مثال

های دیگر فرمولاسیون جدید در مقایسه با روش ییکارانشان دهنده 

عدد [ سه فرمولاسیون مختلط 15] 1باشد. سوبرمانی  و گونریسمی

فروشنده دوره گرد سازگار ارائه دادند  مسئلهو هطی را برای  حیصح

و کلاسی از نامدادلات مدتبر را برای تقویت این فرمولاسیون مدرفی 

ریزی فرمولاسیون برنامه 2813در سال  2کردند. ساندر و راتینام 

فروشنده دوره گرد با نامدادلات مدتبری  مسئلهرا برای  حیعدد صح

کند ارائه دادند. ریزی هطی نزاد شده را تقویت میکه برنامه

[ الگوریت  شاهه و برش و شاهه و قیمت 14و همکاران ] 5گیانسی

ازی مسیریابی وسیله نقلیه با متوسط دوباره پرس مسئلهرا برای 

امکانات را پیشنهاد دادند. سپس با افزودن نامدادلات مدتبر موج  

 هطی نزادسازی شده شدند.  مسئلهتقویت 

[ برای لداقل سازی 13] 4در تحقیق جدیدی گئورگی و کیس

مواد  با محدودیت تک ماشینه بندیزماندر مسئله  ریتأهلداکثر 

برای [ 19] 3شر، روش شاهه و برش ارائه نمودند. هافمن و بواولیه

هدمه راه نهن با نرخ  بندیزمان  درجریان قوس دهی شکلمسئله 

نامدادلات مدتبری توسده دادند. سیلوستر و  لضور و غیاب

[ الگوریتمی جدید با استفاده از روش شاهه و برش 17] 9همکاران

فراگیر به درهت لداقل  مسئلههای رئوس شاهه یلداقل ساز برای

یص [ در مسئله تخص10] 7د. دالمیجر و اسلیت تازگی ارائه نمودن

نقلیه از روش شاهه و برش بهره  لیوساپنجره زمانی در مسیریابی 
تجزیه موجودی با استفاده از کشتی، -جستند. برای مسئله مسیریابی

توسط لفور و شاهه و برش  برایپیشرفته  برای یک روش یو تحلیل

 ارائه نمودند. [12] 0همکاران

هلاصه  1از کاربرد روش شاهه و برش در جدول  یبندجمع

کنید تاکنون روش شاهه و برش شده است. همچنان که ملالظه می

تولید بکار  بندیزمان مسئلهبا استفاده از نامدادلات مدتبر برای 

نرفته است و بنابراین در این تحقیق بر نن شدی  تا این روش را بکار 

 ببری .

 تولید کارگاهی بندیزمان -2-2

[ یک روش جستجوی بهینه 28] 2فیمنس و لورنکو 2880ر سال د

تولید کارگاهی ارائه دادند که از ترکی   بندیزمان مسئلهرا برای 

نید. بخشی می به دستروش جستجوی ممنوع با نامدادلات مدتبر 

نمده از جستجوی ممنوع توسط روش لریصانه  به دستاز جواب 
                                                        
1. Subramanyam & Gounaris 
2. Sundar & Rathinam 
3. Gianessi 
4. Györgyi and Kis 
5. Hoffmann and Buscher 
6. Silvestri et al. 
7. Dalmeijer and Spliet 
8. Lefever et al. 

9. Fernandes & Lourenco 

لات مدتبر برای بازسازی رود و سپس نامدادتصادفی از بین می

 شوند.های کامل استفاده میجواب

عدد [ یک فرمولاسیون 21] 18کرمی نس  و سیدلسینی

ازه دسته اندتدیین  مسئلهبرای  زمانه مختلط را به طور  یحصح

در محیط تولید کارگاهی ارائه دادند. یکی از  بندیزمانتولید و 

دطاف پفیر، توانایی مدیر نلات انمفروضات واقدی در رابطه با ماشین

که موج  تولید تددادی  هاستینماشتولید در تغییر سرعت 

شود. که این نامدادلات می مسئلهنامدادله مدتبر بر اساس ساهتار 

و  11شوند. بنزیانیفضای لل می ینهبه یرغهای موج  کاهش بخش

لداقل را با هدف  یکارگاهتولید  بندیزمان مسئله[ 22همکاران ]

ای ها فرمولاسیون ریاضیزمان تکمیل کل در نظر گرفتند، نن یساز

را پیشنهاد دادند که تددادی نامدادله مدتبر را برای ایجاد کران 

[ به طور 25] 12کند. کریمی نس  و مدرسپایین مدرفی می

را در محیط  بندیزمانازه دسته تولید و اندتدیین  مسئله زمانه 

ها را بررسی کردند. به متناهی از دورهتولید کارگاهی در طول تدداد 

نلات، مدیر تولید قادر به تغییر پفیر بودن ماشیندلیل اندطاف

مختلط فرموله شد  یحعدد صح صورتبه مسئلهها بود. سرعت نن

تولید شد.  مسئلهسپس تددادی نامدادله مدتبر بر اساس ساهتار 

روند  نامدادلات مدتبر پیشنهادی به منظور سرعت بخشیدن به

اضافه شدند. سپس عملکرد  مسئلهجستجو به فرمولاسیون 

 بررسی شد. CPLEXنامدادلات با نرم افزار 

تولید کارگاهی  بندیزمان مسئله[ 24و همکاران ] 15هام

ای را مورد بررسی پردازش موازی دستهنلات پفیر با ماشیناندطاف
مختلط  حیعدد صحریزی ها یک مدل برنامهقرار دادند. ابتدا، نن

پیشرفته را ارائه دادند، سپس چند نامدادله مدتبر برای کاهش 

 افزودند. مسئلهفضای لل به 

 یسازمدل، پیچیدگی و مسئلهتعریف  -3

,𝐽1کار  nشامل  مسئله … , 𝐽𝑛  وm  ماشین متفاوت𝑀1,… ,𝑀𝑚  را

,𝑜𝑖1عملیات  𝑛𝑖شامل  𝐽𝑗در نظر بگیرید. هر کار  … , 𝑜𝑖𝑛𝑖  .است

تواند تنها توسط ماشین می 𝑜𝑖𝑘شود عملیات بدلاوه فرض می

𝑢𝑖𝑘(𝑖 = 1,… , 𝑛; 𝑘 = 1,… , 𝑛𝑖)  پردازش شود، زمان پردازش

شود. تنها یک ماشین از هر نوع نشان داده می 𝑝𝑖𝑘مربوطه توسط 

تواند یک عملیات را در یک زمان پردازش کند. یوجود دارد که م

توسط دو ماشین پردازش  زمانه  صورتبهتواند بدلاوه یک کار نمی

عملیات برای  𝑜𝑖𝑘ها باید ترتیبی از همه شود. طبق این محدودیت

𝑢𝑖𝑘هر ماشین  = 𝑀𝑗   بندیزمانبرای  که یطوربهپیدا کنی 

لداکثر زمان اتمام همه کارها باید لداقل شود.  (⁡𝐶max)مربوطه 

سازی تولید کارگاهی، یکی از مسائل بهینه بندیزمان مسئله

 طالده قرار گرفته است با این لالترکیباتی است که زیاد مورد م
                                                        
10. Karimi nasab & Seyedhoseini 

11. Benziani 
12. Karimi nasab & Modarres 
13. Ham 
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 (: کاربرد الگوریتم شاخه و برش1جدول )

   مسائل

های ماشین

 موازی

جریان  تولید کارگاهی تک ماشینی

 کارگاهی

مسیریابی وسیله 

 نقلیه

کوله 

 پشتی

فروشنده دوره 

 گرد

 روش سال

      √ 1234  

     √  1278  

 
 

 

 شاخه

 و

 برش

  √     1221 

   √ √   1227 

√       2889 

  √     2880 

√ √  √   √ 2811 

   √  √  2812 

√ √ √     2815 

  √  √ √ √ 2814 

  √ √ √  √ 2813 

  √  √   2819 

    √   2817 

    √   2810 

 √      2810 
 

چالش باقی مانده است. با وجود  صورتبههنوز مشکل لل بهینه نن 

تولید کارگاهی مانند  بندیزمان مسئلهبرهی از موارد هاص ننکه 

 2با  مسئلهعملیات برای هر کار و  5ماشین و کمتر از  2با  مسئله

ای لل تواند در زمان چند جملهماشین و زمان پردازش والد می

 مسئلهتولید کارگاهی،  بندیزمان مسئلهکلی  صورتبهشود، 

Np-hard [ و به همین دلیل برای یافتن جواب بهینه 23است ]

ننها  نیترمه یکی از  شده که انجامتلاش محاسباتی فراوانی 

 الگوریت  شاهه و کران است.استفاده از 

سازی برای پیدا روش شاهه و کران، روشی دقیق و روش بهینه

کردن یک جواب بهینه است که به روش شاهه زنی و تخمین لدود 

های بالا و پایین بستگی دارد. اگر لد پایین برای برهی از گره

های ای نامزدها( بیشتر از لد بالا برای برهی گرهدرهت )مجموعه
شود. این روش تا زمانی لفف می دیگر باشد، گره درهت از جستجو

 شود. بیاید انجام می به دستکامل برای ماشین  بندیزمانکه یک 

از کارها و مجموعه  𝐽ابتدا مجموعه محدود  مسئلهبرای لل این 

ها در نظر گرفته شده که ها را به عنوان ورودیاز ماشین 𝑀محدود 

𝜎)ترتی   𝑗𝐽در نن برای هر کار 
1

𝐽
, … ,𝜎

𝑚

𝐽
ها را از ماشین (

(𝑚 = |𝑀| که ترتی  پردازش )𝑗 ها مفروض است. بر روی ماشین

𝜎بایستی ابتدا بر روی  𝑗گفت که کار  توانیمبا این مقدمه 
1

𝐽
و  

𝜎سپس روی 
2

𝐽
و ماشین  𝑗و ... پردازش شود. همچنین برای هر کار  

  ،یمنف ریغ حیعدد صحباید زمان پردازش 𝑃𝐽  را از𝑗  روی 
، لداقل کردن 𝑀روی  𝐽 بندیزمانداشته باشی . هدف، پیدا کردن 

،  و ماشین  𝑗است. برای هر کار  𝐽لداکثر زمان تکمیل کارهای 

𝑥𝑗  را زمان شروع کار𝑗  روی ماشین ها دهی . محدودیتقرار می

:𝑥𝐽)روی بردار  jJ,⁡𝑀)  تا  1روابط  صورتبهبرای ارائه زمان

که  𝑍برای شرکت دادن تابع هدف، یک متغیر اضافی هستند.  5

 صورتبهرا  یمدل بند 3شود. رابطه استفاده می 4رابطه  صورتبه

 دهد.کلی نشان می

(1) 𝑥𝐽 ≥ 0⁡⁡⁡⁡⁡⁡∀⁡jJ,⁡𝑀 

(2) 𝑥
𝐽𝜎𝑡

𝐽 ≥ 𝑥
𝐽𝜎𝑡−1

𝐽 + 𝑃
𝑗𝜎𝑡−1

𝐽 ⁡⁡⁡⁡⁡∀⁡jJ, t = 2, … ,m 

(5) 𝑥𝐼 ≥ 𝑥𝑗 + 𝑃𝐽⁡⁡⁡𝑜𝑟⁡⁡𝑥𝐽
≥ 𝑥𝑖 + 𝑃𝐼 ⁡⁡⁡∀⁡𝑖, jJ,⁡𝑀 

(4) 𝑍 ≥ 𝑥
𝐽𝜎𝑚

𝐽 + 𝑃
𝑗𝜎𝑚

𝐽 ⁡⁡⁡𝑓𝑜𝑟⁡𝑎𝑙𝑙⁡jJ 

(3) 𝑚𝑖𝑛𝑖𝑚𝑖𝑧𝑒{𝑍: 𝑠. 𝑡𝑜⁡(1), (2), (3)𝑎𝑛𝑑⁡(4)} 

ریزی گسسته مدروف بوده با نام برنامه مسئلهاین فرمولاسیون 

در محدودیت شماره  1[، که در نن از محدودیت این یا نن20-29]

 مسئلهتوان ( استفاده شده است. با تبدیل مستقی ، می5)

مختلط  حیعدد صحریزی برنامه مسئلهریزی گسسته را به برنامه

𝑌𝐼𝑗تبدیل کرد که در نن باید یک متغیر 
 ( که 5برای هر شرط )

به عنوان یک عدد ثابت  𝐾باینری است مدرفی شود و  صورتبه

𝑌𝑖𝑗توان چنین گفت که با این تدریف می بزرگ بکار رود.
  1برابر 

 iقبل از  jشود و اگر  بندیزمان روی ماشین  jقبل از  ⁡iاست اگر 

𝑌𝑖𝑗 شود  بندیزمان روی ماشین 
 .برابر صفر است 

(9) 
𝑥𝐼 ≥ 𝑥𝐽 + 𝑃𝑗 − 𝐾 ∗ 𝑌𝐼𝑗

 
𝑥𝑗 ≥ 𝑥𝑖 + 𝑃𝐼 −𝐾 ∗ (1 − 𝑌𝑖𝑗

)⁡⁡⁡⁡∀⁡𝑖, 𝑗J,⁡𝑀 
عدد توانی  برای دو لالت گسسته و روش برش سطحی را می

                                                        
1. Either-or 
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 مسئلهمختلط توسده دهی  اما در این پژوهش فقط  حیصح

گیری . در مورد لالت مختلط را در نظر می حیعدد صحریزی برنامه

هطی نزاد شده نن را لل کنی  و سپس  مسئلهگسسته ابتدا باید 

ند یا هیر. بدین کرا ارضا می 5بررسی کنی  که نیا محدودیت 

 ترتی :

(7) 𝑚𝑖𝑛𝑖𝑚𝑖𝑧𝑒⁡{𝑍: 𝑠𝑢𝑏𝑗𝑒𝑐𝑡⁡𝑡𝑜⁡(1), (2), 𝑎𝑛𝑑⁡(4)} 

سپس نامدادلاتی که در بخش بدد توسده داده هواهد شد را به 

را ارائه  بندیزمانکه  𝑥کنی  که برای بردار فرمولاسیون اضافه می

هطی نزاد  مسئلهدهد مدتبرند اما جواب بهینه فدلی را برای می

 کنند. شده ارضا نمی

هطی لدهای پایین قوی برای مقدار بهینه  مسئلهمقدار بهینه 

 حیعدد صحکند. به طور مشابه، در فرمولاسیون فراه  می بندیزمان

نویسی  و با نزادسازی زیر می صورتبهرا  Yمختلط، ابتدا لدود 

 نید. می به دست 2رابطه 

(0) 0 ≤ 𝑌𝐼𝐽
 ≤ 1⁡⁡⁡𝑓𝑜𝑟⁡𝑎𝑙𝑙⁡⁡𝑖, 𝑗𝐽⁡,𝑀 

(2) 𝑚𝑖𝑛𝑖𝑚𝑖𝑧𝑒{𝑍: 𝑠. 𝑡𝑜⁡(1), (2), (4), (6)⁡𝑎𝑛𝑑⁡(8)} 

 نامعادلات معتبر -4

های در سال 1نامدادلات مدتبر توسط فالکرسن، دنتزیک و جانسون

فروشنده دوره گرد مدرفی  مسئلهدر مطالده  1232تا  1234

بزرگ و  مسئله. ننها با این روش به طرز موفقیت نمیزی اندشده

بهینه لل کردند. کار اولیه  صورتبهمتقارن فروشنده دوره گرد را 

تواند از ننها بر نامدادلات ترکیبی یا استنتاجات منطقی که می

بیاید، دلالت داشت.  به دست 1-8و متغیرهای  مسئلهساهتار 

در سال  2مطالده اولیه دیگری نیز از این نوع توسط مارکوویتز و مین

شد. مطالدات اولیه نامدادلات مدتبر که برای مسائل انجام  1273

در  5عمومی انجام شده است به تنهایی توسط گومری حیعدد صح

انجام شد. کار او بر ایجاد تدداد  1298و اوایل  1238اواهر سده 

عدد ریزی برنامه مسئلهمحدودی از نامدادلات مدتبر برای لل 

 [. 22کرد ]می دیتأکعمومی  حیصح

ت مدتبر، نامدادلاتی هستند از ابتدا در میان نامدادلا

ها را با توجه به فضای جواب های ما نیستند و در واقع ننمحدودیت

های هطی و ها برای انواع مدلکنی  و روش تولید نناستخراج می

باشد. این نامدادلات به دو دسته نامدادلات متفاوت می حیعدد صح

شوند. نامدادلات مدتبر ی  میمدتبر و نامدادلات مدتبر قوی تقس

برای مسائل عدد صحیح و عدد صحیح مختلط کاربرد دارند، 

ای ه  برای تولید تمام نامدادلات های عمومیهمچنین تکنیک

مدتبر ایجاد شده است. نامدادلات مدتبر قوی نیز برای مسائل 

کاربرد دارند. تدیین هانواده   Np-hardریزی عدد صحیح برنامه

ت مدتبر قوی بیشتر هنر است تا یک روش رسمی. بنابراین نامدادلا

، برهی از ننها مانند روش اندی ایجاد این نامدادلات متنوعهاروش
                                                        
1. Fulkerson, Dantzig & Johnson 

2. Markowitz & Manne 
3. Gomory 

گومری که برای نن فرمول و روش لل وجود دارد و برهی دیگر که 

فرمولی برای ننها وجود ندارد. پس از تولید این نامدادلات با 

اصلی، روند جستجو  مسئلهدلات به های مختلف و افزودن نامداروش

شود. در برهی موارد، برهی نامدادلات مدتبر بر تسریع می

کنند بنابراین اند ، دلالت مینامدادلاتی که از ننها مشتق شده

های لفف کرد. در بین تمام روش مسئلهنامدادله اصلی را باید از 

روش برش سطحی در کاهش زمان  ،Np-hardموجود لل مسائل 

 CPLEXهای تجاری مانند های ریاضی توسط لل کنندهمدل لل

بسیار قدرتمند است. مسائل زیادی تاکنون با این الگوریت  لل 

به ننها اشاره شده است. پس از لل باید  1اند  که در جدول شده

 [:58بیاید ] به دستنتایج زیر 

با این روش، تددادی محدودیت به ازای هر مجموعه برش به  -1

 شود.سیون اصلی اضافه میفرمولا

افزودن هر مجموعه برش باید به فرمولاسیون اولیه، باید لدود  -2

LP .نن را به طور مدنی داری بهبود دهد 

با زمان  مسئلهفاکتور مه ، پیدا کردن جواب شدنی مورد نیاز از  -5

 باشد.پردازش کوتاهی می

ای از فرمولاسیون در زمان کوتاهی با شکاف اگر جواب شدنی -4

توانی  ادعا کنی  بیاید، می به دستک  بین لدود بالا و پایین 

 . یانوردهکه کیفیت هوبی را به دست 

های پیشنهادی باید به طور مدنی داری بدیهی است که برش -3

 زمان کل پردازش را بهبود دهند.

توانی  نامدادلات مدتبری که شامل متغیر ، ما میمسئلهدر این 
Y لاسیون هستند را استفاده کنی . نامدادلات به هوبی برای فرمو

. در این پژوهش دو برش مثلثی و برش اندگسسته توسده داده شده

 کنی .مختلط ایجاد می حیعدد صحناقص را برای لالت 

 برش مثلثی -4-1

 شود.می یمدل بندزیر  صورتبهبرش مثلثی 

𝑀𝑖𝑛⁡𝑍 (18)  

𝑥𝐽 ≥ 0⁡⁡⁡𝑓𝑜𝑟⁡𝑎𝑙𝑙⁡jJ,⁡𝑀 (11)  

𝑥
𝐽𝜎𝑡

𝐽 ≥ 𝑥
𝐽𝜎𝑡−1

𝐽 + 𝑃
𝑗𝜎𝑡−1

𝐽 ⁡⁡⁡∀⁡jJ, = 2, … ,m⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ (12)  

⁡𝑥𝐼 ≥ 𝑥𝐽 + 𝑃𝑗 − 𝐾 ∗ 𝑌𝐼𝑗
⁡⁡𝑎𝑛𝑑⁡ 

𝑥𝑗 ≥ 𝑥𝑖 + 𝑃𝐼 − 𝐾 ∗ (1 − 𝑌𝑖𝑗
)⁡∀⁡𝑖, 𝑗J,⁡𝑀 

(15)  

𝑍 ≥ 𝑥
𝐽𝜎𝑚

𝐽 + 𝑃
𝑗𝜎𝑚

𝐽 ⁡⁡⁡∀⁡jJ (14)  

0 ≤ 𝑌𝐼𝐽
 ≤ 1⁡⁡⁡∀⁡𝑖, 𝑗𝐽⁡,𝑀 (13)  

𝑌𝐼𝐽
 + 𝑌𝐽𝐾

 + 𝑌𝐾𝐼
 ≤ 2⁡⁡∀⁡𝑖, 𝑗, 𝑘J (19)  

,𝑖کار  5برای هر  𝑗, 𝑘  و هر ماشین باید نامدادله ساده مثلثی ،

 𝑖را در نظر بگیری . تدریف این نامدادله بدین صورت است که اگر 

 بندیزمان 𝑘قبل  𝑖، سپس باید 𝑘قبل 𝑗شود و  بندیزمان 𝑗قبل 
کار نیاز داری . برای  5شود. برای نوشتن این نامدادله ما به لداقل 

1نوشتن این نامدادله ما نیاز داری  به جایگزین،  − 𝑌𝐽𝑖
  برای𝑌𝐼𝐽

 و ،

 را تخصیص دهی . Yبستگی دارد که چطور متغیر 
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 برش ناقص -4-2

شروع به عنوان اولین زمان   ،𝐸𝐽و ماشین  𝑗برای هر کار 

نیز به  𝐹𝐽شود. تدریف می⁡ روی ماشین  𝑗ممکن از کار 

 بدد از ننکه روی ماشین  𝑗عنوان لداقل زمان تکمیل کار 

امین کار روی ⁡⁡𝑗پردازش شود )که مجموع زمان پردازش

 شود.های باقیمانده است( تدریف میماشین

𝑆با فرض  ⊆ 𝐽   به عنوان زیرمجموعه کارها و𝑀  برای

کنی  و تدریف می 𝑗𝑆روی همه  𝐸𝐽را لداقل  𝐸𝑆، هانیماش

𝑃𝑆  را مجموع𝑃𝐽  روی همه کارهای𝑗𝑆 دهی . قرار می

 که روی ماشین  𝑆ها را در سپس ترتی  روی ماشین

گیری  و بدین ترتی  نامدادله شوند، در نظر میمی بندیزمان

ها بندیزماناین نامدادله برای همه  شود کهمدتبری ایجاد می

پردازش شود تا  تواند روی ماشین نمی 𝐾مدتبر بوده و 

 که روی ماشین  ⁡𝑆زمانی که همه کارها در مجموعه 

 تکمیل شوند. 𝐾شوند قبل از می بندیزمان
(17) 𝑀𝑖𝑛⁡𝑍⁡ 

(10) 𝑥𝐽 ≥ 0⁡⁡⁡∀⁡jJ,⁡𝑀 

(12) 𝑥
𝐽𝜎𝑡

𝐽 ≥ 𝑥
𝐽𝜎𝑡−1

𝐽 + 𝑃
𝑗𝜎𝑡−1

𝐽 ⁡⁡∀⁡jJ, t = 2,… ,m 

(28) 𝑥𝐼 ≥ 𝑥𝐽 + 𝑃𝑗 − 𝐾 ∗ 𝑌𝐼𝑗
⁡⁡𝑎𝑛𝑑  

𝑥𝑗 ≥ 𝑥𝑖 + 𝑃𝐼 − 𝐾 ∗ (1 − 𝑌𝑖𝑗
)⁡⁡⁡ 

⁡∀⁡𝑖, 𝑗J,⁡𝑀 
(21) 𝑍 ≥ 𝑥

𝐽𝜎𝑚
𝐽 + 𝑃

𝑗𝜎𝑚
𝐽 ⁡⁡∀⁡jJ⁡ 

(22) 0 ≤ 𝑌𝐼𝐽
 ≤ 1⁡⁡⁡∀⁡𝑖, 𝑗𝐽⁡,𝑀 

(25) 𝑥𝐾 ≥ 𝐸𝑆 + ∑ 𝑌𝐽𝐾


𝑗𝑆{𝐾}

𝑃𝐽⁡⁡⁡⁡⁡⁡ 

∀⁡𝑆 ⊆ 𝐽,𝑀,𝐾𝑆 

 یک مثال عددی -4-3

 4 باشد وعملیات می 5کار که هر کار دارای  5را با  مسئلهدر اینجا 

تولید کارگاهی،  بندیزمان مسئلهمختلط  حیعدد صحماشین و فرم 
 Aکنید کار که در شکل ملالظه می طورهمانگیری . در نظر می

دارای سه عملیات روی سه ماشین به ترتی  اول، سوم و چهارم بوده 

به  Cاول، دوم و چهارم و کار  یهانیماشنیز به ترتی  به  Bو کار 

ترتی  به ماشینهای دوم، سوم و اول برای تکمیل نیاز دارند.  در 

ها لل را با ترتی  پردازش کارها روی ماشین مسئلهاینجا ابتدا 

 𝑀𝐼𝑃لالت  5کنی  و نتایج را برای زیر را لل می مسئلهکنی . می

𝑅𝑀𝐼𝑃و𝑅𝑀𝐼𝑃 و + ⁡𝐵&𝐶 یدنی ریلکس شده متغیر(𝑌𝑖𝑗
⁡ مسئله 

 است. 2های اضافه شده( در جدول به همراه برش

 

(24) 𝑀𝑖𝑛⁡𝑍⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ 
(23) 𝑥𝐽 ≥ 0⁡⁡⁡𝑓𝑜𝑟⁡𝑎𝑙𝑙⁡⁡⁡⁡jJ,⁡𝑀⁡, 𝐽 = 3,𝑀 = 4⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ 

(29) 𝑥
𝐽𝜎𝑡

𝐽 ≥ 𝑥
𝐽𝜎𝑡−1

𝐽 + 𝑃
𝑗𝜎𝑡−1

𝐽 ⁡⁡⁡⁡⁡⁡𝑓𝑜𝑟⁡⁡𝑎𝑙𝑙⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡jJ, t = 2,… ,m⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ 

(27) 𝑍 ≥ 𝑥
𝐽𝜎𝑚

𝐽 + 𝑃
𝑗𝜎𝑚

𝐽 ⁡⁡⁡⁡⁡⁡𝑓𝑜𝑟⁡𝑎𝑙𝑙⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡jJ⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ 

(20) 𝑥𝐼 ≥ 𝑥𝐽 + 𝑃𝑗 − 𝐾 ∗ 𝑌𝐼𝑗
⁡⁡𝑎𝑛𝑑⁡ 

𝑥𝑗 ≥ 𝑥𝑖 + 𝑃𝐼 −𝐾 ∗ (1 − 𝑌𝑖𝑗
)⁡⁡⁡⁡𝑓𝑜𝑟⁡𝑎𝑙𝑙⁡⁡⁡𝑖, 𝑗J,⁡𝑀⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ 

(22) ⁡⁡⁡⁡⁡⁡𝑌𝑖𝑗
 = 1⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡زمانبندی⁡شود⁡روی⁡⁡𝑗قبل⁡⁡𝑖اگر⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ 

⁡⁡⁡⁡⁡𝑌𝑖𝑗
 =  در⁡غیر⁡این⁡صورت⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡0

 

 (: نتایج اولیه2جدول)

 RMIP + B&C  RMIP  

 

MIP  
X X X 

 8  8  8 A.𝑚1 

3 3 15 A.𝑚3 

 12  12  28 A.𝑚4 

3 3 3 B.𝑚1 

 0  0  0 B.𝑚2 

15 28 15 B.𝑚4 

 875/15  21  15 C.𝑚1 

8 8 8 C.𝑚2 

 875/4  12  4 C.𝑚3 

 28  27  20 Z 
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 (: مقایسه اولیه3جدول )

 mn مدل روش بهینه حد پایین زمان

847/8  27  RMIP 45 

851/8 28  B&C RMIP + B&C 45 
 

 
 ماشین 4عملیات  و  3کار،  3اطلاعات مثال عددی با  (:1)شکل 

 یزن شاخه -5

تولید کارگاهی به هوبی  بندیزمانرویه شاهه زنی برای مسائل 

های مورد بحث، رویه ترینیقواز  یکیمورد مطالده قرار گرفته است. 

 بندیزمان مسئلهمستقی  از فرمولاسیون گسسته  صورتبهتواند می

,𝑖کار  2و  𝑀نتیجه شود. ابتدا چند ماشین  𝑗J  را انتخاب

را  𝑃1 مسئله یرزداری ، سپس  یدتأک 5کنی  و بر محدودیت می

شود. دومین می بندیزمان روی  𝑗قبل از  𝑖کنی ، که ایجاد می

شود. ایده می بندیزمان 𝑖قبل از  𝑗است و در نن  𝑃2که  مسئله یرز

داشته  𝑗و  𝑖و  این است که اگر ما بتوانی  یک انتخاب هوب از 

 بندیزمانهای اساسی را در توانی  بدضی از ناسازگاریباشی  می

لل کنی  و بنابراین بهبود چش  گیری را در لدود پایین ایجاد 

های ساده زیر را بکار کنی . برای نزمون این رویه، الگوریت 

 گیری .می

 تولید کارگاهی بندیزمان مسئله یزن شاخه -5-1

𝑃1 یهامسئله یرزکنی  فرض می , … , 𝑃𝐾  زیر ی اکردهرا ایجاد .

لداقل  LB(P1)نحصاری است، را که دارای لد پایین ا 𝑃1 مسئله

، را ایجاد 𝑃𝐾+2و  𝑃𝐾+1جدید  مسئله یرز، 𝑃1باشد. پردازش می

 کهطوریبه 𝑗و  𝑖و کار  کند، با شاهه زنی روی ماشین می

min⁡{𝐿𝐵(𝑃𝐾+1), 𝐿𝐵(𝑃𝐾+2)} لداکثر است. هنگامی که یک ،

≤دارای شرایط 𝑃1 مسئله 𝑈𝐵 𝐿𝐵(𝑃1) تواند از باشد، نن می

، یک لفف شود. در این رویه اگر یک ماشین  هامسئله یرزلیست 

𝑆زیرمجموعه  ⊆ 𝐽  و یک کار𝑗J : وجود داشته باشد داری 
(58) min

𝑗𝑆{𝐼}
𝐸𝐽 + 𝑃𝑆 + 𝐹𝑆 ≥ 𝑈𝐵 

پردازش  𝑆قبل از هر کار دیگری در مجموعه  باید روی  𝑖سپس 

را برای شاهه زنی انتخاب  𝑗و  𝑖را انتخاب و کارهای  شود. در 

کنی . محدوده توجه به ماشینی که دارای بدترین لد اولیه می

 بندیزمانکامل  صورتبهباشد و این روند تا جایی که ماشین می

های باقیمانده در نظر گرفته شود ادامه دارد و سپس همه ماشین

 شوند.می

(51) 𝑑𝐼𝐽 = max(0, 𝐸𝐼 + 𝑃𝐼 + 𝑃𝐽 + 𝐹𝑗 − 𝐿𝐵) 

(52) 𝑑𝐽𝐼 = max(0, 𝐸𝑗 + 𝑃𝐽 + 𝑃𝑖 + 𝐹𝑖 − 𝐿𝐵) 

(55) 𝑎𝐼𝐽 = min(𝑑𝐼𝐽 , 𝑑𝐽𝐼) 

(54) 𝐼𝐽 = max(𝑑𝐼𝐽 − 𝑑𝐽𝐼) 

و بدین ترتی  شاهه زنی را انجام  کنی انتخاب میرا  𝐼𝐽اکثر مقدار 

را استفاده  و کراندر این پژوهش، الگوریت  شاهه  دهی .می

توان پس از اضافه کردن نامدادلات ولی در لالت کلی می کنی ینم

نورد و  به دستهای پایینی مدتبر، با استفاده از شاهه زنی کران

 روش شاهه و کران را با روش شاهه و برش مقایسه کرد.

 نتایج عددی -6

ماشین در نظر گرفتی  و برای نن  4کار و  5را با  مسئلهابتدا 

 7نامدادلات مدتبر تولید کردی . در اینجا تدداد کارها را به عدد 

با تدداد  مسئلهها و لل دهی . پس از اضافه کردن برشافزایش می

 شود.نمایش داده می 4کارهای مختلف، نتایج در جدول شماره 
 

با تعداد کارهای  مسئلهبرای (: مقایسه روش شاخه و برش 4جدول)

 متغیر

 گره
درصد شکاف 

 بهینگی

حد 

 پایین
 ابعاد تکرار زمان بهینه

8 23 28 27 8/851 47 54 

8 23 28 27 8/851 32 44 

12 53 28/839 51 8/813 144 34 

29 42 28/839 53 8 521 94 

437 40 28/839 52 8 2979 74 
 

دهند که با افزایش تدداد کارها، زمان لل نتایج نشان می

یابد و از جواب بهینه دورتر یابد ولی شکاف افزایش میکاهش می

ها رسیدن سریع تر به جواب شوی . هدف از اضافه کردن برشمی

باشد که این هدف برنورده شده است. برای بهبود بیشتر بهینه می

شتری نامدادله مدتبر به مدلمان اضافه توانی  تدداد بیاین مساله، می

مانند مساله زمانبندی تولید  hard-Npکنی . برای لل مسائل 

های زیاد در زمان مدقول، بهتر است کارگاهی با تدداد کار و ماشین

 های فراابتکاری استفاده کنی .که از الگوریت 

 یریگجهینتبندی و جمع -1

سختی در مبحث  مسئلهتولید کارگاهی به وضوح  بندیزمان مسئله

 بندیزمان مسئلهباشد. در این مقاله، ما سازی ترکیبیاتی میبهینه

تولید کارگاهی را به دو لالت گسسته و عددصحیح مختلط بررسی 
به صورت بهینه، نامدادلاتی را به مدل اولیه  مسئلهکردی . برای لل 

های پایینی را ایجاد کردند که اناضافه کردی  که این نامدادلات، کر
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نتایج نشان دادند لدود پایین ایجاد شده توسط مدل مجددا فرموله 

شده، قوی تر از لدود پایین ایجاد شده توسط مدل اصلی نزاد شده 

توان مدل فوق را با الگوریت  شاهه باشد. برای مطالدات نتی  میمی

هه و برش مقایسه و کران لل کرد و نتایج نن را با الگوریت  شا

دقیق نیز  -نمود. همچنین استفاده از روشهای ترکیبی ابتکاری

تواند روش مناسبی برای لل مسائل با این درجه سختی می

 .می باشد مسئلهبخصوص در ابداد بزرگ 
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In this paper, the problem of scheduling the job shop production is 

considered, which, while being applicable as one of the complex issues in the 
field of combinatorial optimization, has been raised and this has caused the 
researchers to pay more attention to this problem. In this problem, given the 
existence of a number of workshops, the number of jobs should be processed 
in the workshop with a known production path that is already known. In order 
to solve this problem, in this paper, the problem of production scheduling is 
firstly modeled as a mixed integer programming. Then, due to the limitations 
of the exact solving using this model, the surface cutting method is proposed 
to create inequalities this is valid for the problem in the framework of 
branching and cutting algorithm. The aim of adding this set of inequalities is 
to create a lower bound, which, while the feasible solutions are not eliminated 
by them, accelerates the solution in the framework of branch & cut algorithm. 
To solve the problem optimally, the results show that the lower bound created 
by the re-formulated model is stronger than the lower bound created by the 
original relaxed model. 
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